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Negativ és lebegopontos szamok abrazolasa kettes
szamrendszerben

A szamitégép memoridja biteket tarol, ezért a pozitiv egész szamok mellett a negativ és a tortrészt
tartalmazd szamokat is 0-k és 1-ek sorozataval kell abrazolni. Ehhez elére meg kell hatarozni, hogy az
egyes biteknek mi a jelentésik.

Fontos, hogy ugyanaz a bitsorozat 6nmagaban még nem hatarozza meg a tarolt szam értékét. A
11111111 bitsorozat jelenthet példaul:

* el6jel nélkili egész szamként 255-6t;
* 8 bites kettes komplemens el6jeles szamként —1-et;
» egy hosszabb adat, karakter vagy utasitas részét.

Az értelmezéshez tehat ismerniink kell az adattipust és a felhasznalt dbrazolasi moédot.

1. El6jel nélkiili egész szamok

Eléjel nélkili abrazolasnal minden bit a szam nagysagat adja meg. Egy 8 bites szam helyiértékei:

Helyiérték|27 [26|25(24 23/22/21|2°
Erték 128/64/32|16/8 |4 |2 |1

Példaul:

001011012 = 32 + 8 + 4 + 1 = 4510

n biten 6sszesen 2" kiilonb6z6 bitminta tarolhaté. Az eléjel nélkili szamok értéktartomanya:
0 ... 2" -1

8 bit esetén ez:

0 ... 255

2. Negativ egész szamok abrazolasa

A negativ szamok tarolasara tobbféle mddszert dolgoztak ki. A legismertebbek:

* eldjel-nagysagos abrazolas;
* egyes komplemens abrazolas;
* kettes komplemens abrazolas.

A modern szamitdgépek szinte mindig a kettes komplemens abrazolast hasznaljak az eldjeles egész
szamok tarolasara.
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2.1. El6jel-nagysdgos abrazolas

Ebben a médszerben a legmagasabb helyiértékd, bal szélsé bit az eldjelet jeldli:

¢ 0: pozitiv szam;
 1: negativ szam.

A tobbi bit a szam abszolut értékét tartalmazza.

8 biten példaul:

+5
-5

00000101
10000101

A mddszer konnyen értelmezhetd, de kétféle nulla tartozik hozza:

+0
-0

00000000
10000000

Az 0sszeadas és kivonas végrehajtasa is korilményes, mert az eldjelet kilon kell kezelni. Emiatt
egész szamok tarolasara ma mar ritkan hasznaljak.

2.2. Egyes komplemens abrazolas

Egy negativ szam egyes komplemensét Ugy kapjuk meg, hogy a megfeleld pozitiv szam minden bitjét
megforditjuk:

+5
-5

00000101
11111010

A bitenkénti megforditas soran minden 0-bol 1, minden 1-bdl 0 lesz.

Ennél a mddszernél is kétféle nulla létezik:

+0
-0

00000000
11111111

Ez a tulajdonsag, valamint az aritmetikai mdveletek bonyolultsdga miatt az egyes komplemenst a mai
altalanos célu szamitdégépek egész szamok tarolasara jellemzéen nem hasznaljak.

2.3. Kettes komplemens abrazolas

A kettes komplemens abrazolas elénye, hogy csak egyetlen nullaérték létezik, és ugyanaz az
0sszeadod aramkor hasznalhato pozitiv és negativ szamok 0sszeadasara.

Egy negativ szam kettes komplemens alakjanak eldallitasa:
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1. irjuk fel a szdm pozitiv abszolut értékét a megadott bitszamon.
2. Forditsuk meg az dsszes bitet.
3. Adjunk az eredményhez 1-et.

Példaul a =5 el6allitasa 8 biten:

00000101 +5 bindris alakja
11111010 a bitek megforditasa

11111011 -5 kettes komplemens alakja

Tehat:
+5 = 00000101
-5 = 11111011

Negativ kettes komplemens szam visszaalakitasa

Ha egy kettes komplemens szamban a bal szélsé bit 1, akkor a szam negativ. Az abszolut érték
meghatdrozasahoz:

1. forditsuk meg az 0sszes bitet;
2. adjunk hozza 1-et;
3. az eredményt lassuk el negativ eldjellel.

Példaul:

11110110  ismeretlen negativ szam
00001001 a bitek megforditasa

00001010 10
Ezért:
111101102 = -1010

Egy masik gyors mddszer szerint a 8 bites negativ szam bitsorozatat el6szor eléjel nélkili szamként
értelmezziik, majd kivonjuk belble 28 = 256 értékét:

111101102 = 246 eldjel nélkili szamként
246 - 256 = -10

A kettes komplemens értéktartomanya

n bites kettes komplemens szam értéktartomanya:
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19:19

_2n—1 2n—1 —_ 1

Néhany gyakori eset:

Bitszam|Legkisebb érték/Legnagyobb érték
8 bit -128 127

16 bit |—32768 32 767

32 bit |-2147 483 648 |2 147 483 647

64 bit |—263 23 -1

A tartomany azért nem szimmetrikus, mert a nulla is a nemnegativ bitmintak egyikét foglalja el. 8
biten példaul:

01111111 = 127
00000000 = 0
11111111 = -1
10000000 = -128

2.4. Osszeadas kettes komplemens szamokkal

Kettes komplemens abrazolasnal a pozitiv és negativ szamok a szokasos binaris 6sszeadassal
6sszeadhatok.

Szamitsuk ki 8 bitenaz5 + (-3) mliveletet:

00000101 +5
+ 11111101 -3

1 00000010

A kilencedik bitre kerulg atvitelt elhagyjuk, mert a szamabrazolas csak 8 bites. Az eredmény:

00000010 = 2
Valdban:
5+ (-3) =2

Kivonas osszeadassal

Az A - B kivonas elvégezhetd Ugy, hogy A értékéhez hozzaadjuk B kettes komplemensét:
A-B=A+ (-B)

Példaul 7 - 5:
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00000111 +7
+ 11111011 -5

1 00000010 2

2.5. Tulcsordulas

Talcsordulas akkor torténik, ha a matematikai eredmény nem fér el a rendelkezésre allé bitszamon.

8 bites eldjeles szam esetén a legnagyobb tarolhatd érték 127. Ha ehhez 1-et adunk:

01111111 127
+ 00000001 1

10000000 -128-ként értelmezhetd bitminta

A matematikai eredmény 128 lenne, de ez 8 bites elbjeles szamban nem abrazolhaté.
Eléjeles 6sszeaddasnal tulcsordulds tortént, ha:

* két pozitiv szam 6sszege negativnak latszik; vagy
 két negativ szdm 6sszege pozitivnak latszik.

Kilonboz6 eldjell szamok 6sszeadasakor nem keletkezhet eldjeles tilcsordulas. Az utolsd bitrdl kilépd
atvitel 6nmagaban nem azonos az eldjeles tulcsorduldssal.

2.6. Elojelkiterjesztés

Ha egy eldjeles szamot tébb biten szeretnénk tarolni, a bal szélsd elbjelbitet kell megismételni.

Példaul a —5 atalakitasa 8 bitesrdl 16 bitesre:

8 biten: 11111011
16 biten: 11111111 11111011

Pozitiv szdm esetén balrdl 0-kat irunk hozza:

8 biten: 00000101
16 biten: 00000000 00000101

Ez az eléjelkiterjesztés meglbrzi a szam eredeti értékét.

3. Tortszamok kettes szamrendszerben

A bindris tortek a tizes szamrendszer tortrészeihez hasonléan helyiértékeket haszndlnak, de a
tizedesvessz6tdl jobbra 2 negativ kitev6jl hatvanyai alinak.
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Binaris helyiérték |2-12-2 |2-3 |24
Tizes szamrendszerben|1/2|1/4 |1/8 |1/16

Erték 0,5/0,25|0,125|0,0625
Példaul:
0,101 = 271 +0 22 +1 - 23

1
=0,5+ 0+ 0,125
0,62510

Egy egész- és tortrészt egyarant tartalmazé szam:

1101,012 =8 + 4 + 1 + 0,25 = 13,2510
Tizes tort atalakitasa binarissa

A tortrészt ismételten megszorozzuk 2-vel. Minden |épésben az eredmény egész része adja a
kdvetkezd binaris szamjegyet.

Alakitsuk at a 0,625 értéket:

Mivelet Egész rész Megmarado tortrész
0,625-2=1,251 0,25

0,25-2=05 |0 0,5

05-2=1,0 1 0

Az egész részeket felllrdl lefelé dsszeolvasva:
0,62510 = 0,101:2

Nem minden tizes szamrendszerbeli tort irhaté fel véges binaris tortként. A 0,1 példaul végtelen,
ismétlédo binaris tort:

0,11 = 0,00011001100110011...:

Emiatt a szdmitogép a 0,1 értéknek csak egy kozeli kozelitését tudja eltarolni.
4. Fixpontos és lebegopontos abrazolas

Tortszamok taroldsara tobbféle megoldds hasznalhaté.

Fixpontos dbrazolasnal elére meghatarozzuk, hogy a bitsorozatban hol talalhaté a binaris pont.
Példaul egy 8 bites formatumban kijeldlhetlink 4 bitet az egészrész és 4 bitet a tortrész szdmara. A
00110100 bitsorozat ekkor igy értelmezhet6:

0011,01002 = 3,2510
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A fixpontos szamok egyszerliek és kiszamithaté pontossaguak, de az abrazolhaté tartomanyuk
korlatozott.

Lebegdbpontos abrazolasnal a binaris pont helye nem rogzitett. A szamot a tudomanyos
szamabrazolashoz hasonld alakban taroljuk:

eléjel - mantissza - 2kitevé
Példaul:
1101,01; = 1,10101, - 23

A binaris pontot harom hellyel mozgattuk balra, ezért a kitevo értéke 3.

5. Az IEEE 754 lebegdpontos szabvany
A legtébb mai szamitédgép az IEEE 754 szabvany szerint tarolja a lebegpontos szamokat. A bitsorozat
harom mezébdl all:

e S - el@jelbit (sign);

* E - eltolt kitevé (exponent);

» F - tortrészmez6 (fraction), amelyet gyakran mantisszanak is neveznek.

A két leggyakoribb formatum:

Formatum Te!jes Eldjel Kitevo Tortrész Kitevo Kozelito ,deC|maI|s
méret eltolasa pontossag

(Ef%:tz)eres pontossag I35 pit 1bit |8bit [23bit 127 Kb. 7 szamjegy

fdegﬁe“)?s pontossag g, 1t 1bit |11bit |52 bit  |1023 kb. 15-16 szamjegy

Egy normal, 32 bites lebegdpontos szam értéke:
(-1)”S + 1,F2 = 27(E - 127)

ahol:

S az eldjelbit;

E a kitevémez0 elbjel nélkuili értéke;

F a tortrészmezo6;

127 a kitevd eltolasi értéke, mas néven bias.

Az el6jelbit értelmezése:

S
S

0: pozitiv szam
1: negativ szam

A kitevét eltolva taroljuk, ezért negativ kitevéhoz sincs szliikség kilon eldjelbitre. Példaul a 3 kitevot
32 bites formatumban igy taroljuk:
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3 + 127 = 130 = 100000102

Normal szamok esetében a mantissza mindig 1, kezdetl. A kezdd 1-est nem kell eltarolni, mert
annak értéke ismert. Ezt rejtett egyesnek nevezziik. igy 23 tarolt tértrészbit valdjaban 24 bites binaris
pontossagot biztosit.

5.1. A 13,25 dbrazolasa 32 bites IEEE 754 formatumban
1. Atalakitas kettes szamrendszerbe

13,2510 = 1101,01:

2. Normalizalas

1101,01: = 1,10101> - 23

3. Az eldjelbit meghatdrozasa

A szam pozitiv:

S=0
4. A kitevo tarolasa

kitevo = 3
eltolt kitevd = 3 + 127 = 130 = 10000010

5. A tortrész tarolasa

A normalizalt alak kezd6 1-esét nem taroljuk. Az utana koévetkezd bitek:

10101000000000000000000
6. A mezok osszeallitasa

S | E | F
O | 10000010 | 10101000000000000000000

Egybefliggben:
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01000001010101000000000000000000
Hexadecimalis alakban:

0x41540000

A —13,25 abrdzolasanal csak az eldjelbit valtozik 1-re:

11000001010101000000000000000000 = 0xC1540000

5.2. IEEE 754 bitsorozat visszaalakitasa

Hatarozzuk meg a kovetkez6 32 bites lebegbépontos szam értékét:
1 | 10000001 | 01100000000000000000000

Az el6jelbit:

S =1, ezért a szam negativ.

A kitevomezé:

10000001 = 129
valdodi kitevé = 129 - 127 = 2

A rejtett 1-essel kiegészitett mantissza:
1,011, =1+ 1/4 + 1/8 = 1,375
A szam értéke:

(-1) - 1,375 - 22 = -1,375 - 4 = -5,5

5.3. Kiilonleges értékek

Az |EEE 754 szabvany bizonyos kitevémintakat kilonleges értékek jeldlésére tart fenn.

Kitevomez6 [Tortrészmezoé |Jelentés

minden bit 0 |minden bit 0 +0 vagy -0

minden bit 0 |nem minden bit 0|szubnormalis szam

1 és 254 kozott|tetszbleges normal szam

minden bit 1  |minden bit 0 +végtelen vagy —végtelen
minden bit 1  |nem minden bit O|NaN

Pozitiv és negativ nulla
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Az IEEE 754 formatumban a nullanak két eléjeles valtozata van:

+0: S =0
-0: S =1

A legtobb m(iveletben egyenldnek szamitanak, de bizonyos m(iveleteknél az eldjeliiknek lehet
jelentésége.

Szubnormalis szamok

A szubnormalis szamok segitségével a nullahoz nagyon kozeli értékek is abrazolhatok. Ezeknél nincs
rejtett kezd6 1-es, ezért az értékik:

(-1)”S -« 0,F2 + 2°(1 - bias)

Pontossaguk kisebb, mint a normal szamoké, de fokozatos atmenetet biztositanak a legkisebb normal
szam és a nulla kozott.

Végtelen

Pozitiv vagy negativ végtelen keletkezhet példaul tul nagy eredmény vagy nem nulla érték nullaval
torténo lebegbpontos osztasa esetén:

1,0 / 0,0 = +végtelen
-1,0 / 0,0 = —végtelen

A NaN jelentése Not a Number, vagyis ,nem szam”. Matematikailag nem értelmezett lebegépontos
muveletek eredménye lehet, példaul:

0,0 / 0,0

négyzetgyok(-1,0) a valds szamok kozott

végtelen - végtelen

A NaN kiloénleges tulajdonsaga, hogy még 6nmagaval sem tekintheté egyenlének:
X X
/* x értéke NaN */

A gyakorlatban azonban erre a célra a programozasi nyelvek beépitett isnan fliggvényét célszer(
hasznalni.
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6. A lebeg6pontos abrazolas pontatlansaga

A lebegOpontos szamok véges szamu bitbdl allnak, ezért a valés szamoknak csak egy véges
részhalmazat tudjak pontosan tarolni. A tobbi értéket a legkdzelebbi dbrazolhatdé szamra kell
kerekiteni.

Mivel a 0,1 és a 0,2 nem irhaté fel véges binaris tortként, a kdvetkez6 6sszehasonlitas egyes
programozasi nyelvekben meglepé eredményt adhat:

double a 0.1
double b 0.2
a b 0.3

printf("Egyenlo"

printf("Nem egyenlo"

Az eredmény rendszerint Nem egyenlo, mert a tarolt kdzelitd értékek 6sszege nem pontosan
egyezik meg a 0,3 tarolt kozelitésével.

Lebegbpontos értékeket ezért altaldban egy kis hibahatdr, Ggynevezett epsilon segitségével
hasonlitunk ¢ssze:

#include <math.h>
double epsilon le-9
fabs((a + b 0.3 epsilon
printf("A ket ertek a megadott pontossagon belul egyenlo"

Az epsilon megfeleld értéke a szamok nagysagrendjétél és az alkalmazas pontossagi
kovetelményeitdl fligg; nem minden feladathoz j6 ugyanaz az allandé.

6.1. Pontossag és nagysagrend

A lebegdpontos szamabrazolds relativ pontossagu. Minél nagyobb szamokat tarolunk, annal nagyobb
tavolsag lehet két egymast kdvetd abrazolhatd érték kozott.

A 32 bites float 24 bites binaris pontossaga miatt minden egész szamot pontosan képes abrazolni
224 = 16 777 216 értékig. E folott mar nem minden egymast kdvetd egész szam tarolhato.

Példaul 32 bites float esetén:
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16 777 216 még pontosan abrazolhatd.
16 777 217 mar nem abrazolhatd pontosan.

Ezért lebegbpontos tipust nem célszer( példaul nagy azonositok vagy pénzosszegek pontos
tarolasara hasznalni.

6.2. Tulcsordulas és alulcsordulas

Tulcsordulas akkor torténik, ha az eredmény abszolut értéke nagyobb a formatumban tarolhaté
legnagyobb véges szamnal. Az eredmény ilyenkor gyakran pozitiv vagy negativ végtelen lesz.

Alulcsordulas akkor torténik, ha egy nem nulla eredmény abszolut értéke tul kozel kerll a nulldhoz. Az
eredmény el@szor szubnormalis szamma, végul nullava kerekedhet.

6.3. Kerekitési hibak felhalmozddasa

Egyetlen lebegdpontos mivelet hibaja rendszerint nagyon kicsi, de sok egymas utani mdvelet soran a
hibdk felhalmozddhatnak. A mlveletek sorrendje is befolyasolhatja az eredményt.

Példaul nagyon nagy és nagyon kicsi szam 6sszeadasakor a kis szam hatasa elveszhet:
nagy szam + kis szam = nagy szam

Ez nem matematikai azonossag, hanem a véges pontossag kovetkezménye.

7. Egész és lebegopontos szamabrazolas 6sszehasonlitasa

Tulajdonsag Kettes komplemens egész szam IEEE 754 lebegopontos szam

Tarolhaté értékek |egészek tortreészes s nagyon Kis vagy nagy
szamok

Pontossag a tartomanyon belll pontos gyakran kozelitd

El6jel kezelése a legmagasabb bit helyiértékének része |kilon eldjelbit

a bitsorozat hibas eldjell értékké

Tdlcsordulas fordulhat vagy a nyelv hibat jelezhet

gyakran végtelen keletkezik

+0, xvégtelen, NaN, szubnormalis
szamok

mérések, geometriai és tudomanyos
szamitasok

Kilonleges értékek |altaldban nincsenek

Jellemzé alkalmazas|szamlalok, indexek, darabszamok

8. Osszefoglalas

e Az el6jel nélkili n bites egész szamok tartomanya 0 .. 2" - 1.

» Az elGjeles egész szamokat a modern szamitdégépek jellemzden kettes komplemens alakban
taroljak.

» Egy negativ kettes komplemens szamot a pozitiv alak bitjeinek megforditasaval, majd 1
hozzdadasaval kapunk meg.
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e Az n bites kettes komplemens szamok tartomanya -2"-* .. 2"-1 - 1.

e A binaris tortrész helyiértékei 2-*, 2-2, 2-3, .. értékek.

Az IEEE 754 lebegbpontos szam eldjelbdl, eltolt kitevébdl és tortrészbol all.

Sok tizes tort, példaul a 0,1, binarisan csak kozelitéleg tarolhatd.

» Lebegdpontos szamokat altaldaban nem kozvetlen egyenldségvizsgalattal, hanem megfeleld
hibahatar figyelembevételével hasonlitunk 6ssze.

Pénzligyi és mas, pontos tizedes szamitast igényld feladatokhoz célszerl decimalis vagy
skalazott egész szamabrazolast hasznalni.

9. Ellenorzo kérdések és feladatok
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HOWoLONO UL RWNHE

Miért nem hatarozhaté meg egy bitsorozat értéke az adattipus ismerete nélkil?

Mi a 45 el6jel nélkili 8 bites binaris alakja?

Abréazolja a —18 szadmot 8 bites kettes komplemens forméban!

Milyen értéket jelent a 11101100 bitsorozat 8 bites kettes komplemens szamként?
Mi a 8 bites elbjeles egészek legkisebb és legnagyobb értéke?

Végezze el 8 bitena 12 + (-7) Osszeadast!

Miért okoz tulcsorduldst 8 biten a 100 + 40 6sszeadas?

Alakitsa at a 101, 1012 szamot tizes szamrendszerbe!

Alakitsa at a 10,6251 0 szamot kettes szamrendszerbe!

. Milyen harom f6 mezdbdl all egy IEEE 754 lebeg6pontos szam?

. Miért nem tarolhat6 pontosan a 0,1 a szokasos binaris lebeg6pontos formatumokban?
. Mit jelent a NaN érték?

A feladatok rovid megoldasa

A bitsorozat jelentése az abrazolasi modtdl és az adattipustdl flgg.
4510 = 00101101-.
+18 = 00010010, bitforditas utan 11101101, majd 1 hozzdadasaval -18 = 111011160.
111011002 = -2010.
A tartomany —128-tdl 127-ig tart.
00001100 + 11111001 = 00000101, tehat az eredmény 5.
Az eredmény 140 lenne, amely nagyobb a legnagyobb 8 bites el6jeles értéknél, vagyis 127-nél.
101,1012 = 5,62510.
10,62510 = 1010,1012.
Eléjelbitbdl, kitevomez6bdl és tortrészmezobal.
Mert a 0,1 binaris alakja végtelen, ismétl6dd tort, mikozben a tarolasra véges szamu bit all
rendelkezésre.
. A NaN matematikailag nem értelmezheté lebegbépontos mUivelet eredményét jeldli.
m:
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